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Спектры комплексных резонансных энергий (быстрот) релятивистских двухчастичных систем найдены на основе точ-
ных решений ковариантных двухчастичных уравнений с δ-потенциалом и суперпозицией двух δ-потенциалов. Уста-
новлено, что точные парциальные двухчастичные релятивистские амплитуды имеют резонансное поведение именно 
при тех значениях энергии (быстроты), которые соответствуют вещественной части комплексных резонансных энергий. 
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The complex resonance energy (rapidity) spectra of relativistic two particle systems are found on the basis of exact solutions of 
the covariant two-particle equations with δ-function potential and a superposition of two δ-function potentials. It is established 
that the exact partial two particle relativistic amplitudes have resonance behavior precisely at those energy (rapidity) values, 
which correspond to the real part of the complex resonance energies. 
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Введение 
В работах [1], [2] были найдены решения 
одномерных релятивистских двухчастичных урав-
нений квантовой теории поля [3], [4] с одним и 
суперпозицией двух δ-потенциалов в релятиви-
стском конфигурационном представлении (РКП) 
[5] в случае состояний рассеяния и связанных 
состояний. Решения аналогичных задач в трёх-
мерном сферически-симметричном случае были 
получены в работе [6]. Найденные в работе [6] 
амплитуды рассеяния как функции быстроты 
претерпевают при некоторых значениях энергии 
резкое изменение, это может свидетельствовать о 
существовании резонансных состояний. В связи 
с этим в данной работе исследуются собственно 
резонансные состояния составных систем на ос-
новании точных решений релятивистских двух-
частичных уравнений в случае δ-потенциала и 
суперпозиции двух таких потенциалов.  
 
1 Релятивистские уравнения для резо-
нансных состояний 
Релятивистские двухчастичные уравнения в 
РКП для волновых функций ( ) ( , r),j qψ χ  описы-
вающих s-состояния рассеяния системы двух ска-
лярных частиц равной массы m имеют вид [7] ( )( ) ( , ) sinj q qr mrψ χ = χ +
 
( ) ( )
0
( , , ) ( ) ( , ),j q j qdr G r r V r r
∞
′ ′ ′ ′+ χ ψ χ∫     (1.1) 
где индекс 1, 2, 3, 4j =  соответствует одному из 
четырёх вариантов квазипотенциального подхо-
да в квантовой теории поля [3]–[5]: 1j =  ( 3)j =  
– уравнение Логунова – Тавхелидзе (модифици-
рованное), 2j =  ( 4)j =  – уравнение Кадышев-
ского (модифицированное), r  – модуль радиус-
вектора в РКП, ( ) ( , , )j qG r r′χ  – функции Грина, 
имеющие следующий вид: 
( )
( ) ( )
( , , )
( , ) ( , ),
j q
j q j q
G r r
G r r G r r
′χ =
′ ′= χ − − χ +    (1.2) 
где [1], [7] 
(1) (1)
sh( 2 )
( , ) ;
sh 2
q
q
q
i mriG r
m rK
π + χ−χ = π
 
1
(2) (2)
(4 ch ) sh( )
( , ) ;
ch 2 sh
q q
q
q
m i mriG r
m r m rK
−χ π + χχ = −π π
 
(3) (3)
ch( 2 )
( , ) ;
ch 2
q
q
q
i mriG r
m rK
π + χ−χ = π      (1.3) 
(4) (4)
sh( )
( , ) .
sh
q
q
q
i mriG r
m rK
π + χ−χ = π
 
В выражениях (1.3) использованы обозначения  
(1) (2) sh 2 ,q q qK K m= = χ   
(3) (4) 2 sh .q q qK K m= = χ  
В случае резонансных состояний уравнения 
(1.1) модифицируются в однородные [8], при 
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этом считается, что быстрота может становиться 
комплексной ( ) :q q qiwχ = ξ +  
( )
( ) ( )
0
( , )
( , , ) ( ) ( , ).
j q q
j q q j q q
iw r
dr G iw r r V r iw r
∞
ψ ξ + =
′ ′ ′ ′= ξ + ψ ξ +∫ (1.4) 
Нерелятивистский предел ( 0,qχ →  m →∞ ) 
уравнений (1.1), (1.4) и функций Грина (1.2) даёт 
уравнения квантовой механики [9], [10] 
( )
(0)
(0) (0)
0
( , )
sin ( , , ) ( ) ( , ),
q r
qr dr G q r r V r q r
∞
ψ =
′ ′ ′ ′= + ψ∫  (1.5) 
 
(0) 1 2
(0) 1 2 (0) 1 2
0
( , )
( , , ) ( ) ( , )
q iq r
dr G q iq r r V r q iq r
∞
ψ + =
′ ′ ′ ′= + ψ +∫ (1.6) 
и функцию Грина для них 
[ ]
(0) ( , , )
exp( | |) exp( ( )) ,
2
G q r r
i iq r r iq r r
q
′ =
− ′ ′= − − +   
(1.7) 
где введены следующие обозначения 
0
lim ,
q
q
m
m qχ →
→∞
χ =  
10
lim ,
q
q
m
m qξ →
→∞
ξ =                        (1.8) 
20
lim .
q
qw
m
w m q→
→∞
=  
Решения уравнений (1.4) получим в случае 
δ-потенциала 
( ) ( )0 ,V r V r a= δ −
                   
(1.9) 
и суперпозиции двух таких потенциалов 
( ) ( ) ( )1 1 2 2 ,V r V r a V r a= δ − + δ −  (1.10) 
где 0,a >  1 0,a >  2 0,a >  0 ,V  1,V  2V  – действи-
тельные константы. В нерелятивистском случае 
r  – координата в обычном координатном пред-
ставлении. Подстановка потенциала (1.9) в урав-
нения (1.4) даёт выражения  
( )
0 ( ) ( )
( , )
( , , ) ( , ),
j q q
j q q j q q
iw r
V G iw r a iw a
ψ ξ + =
= ξ + ψ ξ +
  
(1.11) 
в которых величины ( ) ( , )j q qiw aψ ξ +  всё ещё не 
определены. Взяв формулы (1.11) при ,r a=  по-
лучим условия существования ненулевых значе-
ний ( ) ( , )j q qiw aψ ξ +  
( ) ( )01 , , 0,q qjV G iw a a− ξ + =      (1.12) 
которые являются условиями квантования для 
комплексных резонансных значений быстроты 
,q q qiwχ = ξ +  а, значит, и энергии  
cosh cosh( )q q q qE m m iw= χ = ξ +  
двухчастичной системы. В случае суперпозиции 
двух δ-потенциалов (1.10) условия квантования 
резонансных состояний могут быть получены 
аналогично, они имеют вид 
( ) ( )1 1 11 , ,q qjV G iw a a⎡ ⎤− ξ + ×⎣ ⎦  
( ) ( )
( )
2 2 2
2
1 2 ( ) 1 2
1 , ,
, , 0.
q qj
j q q
V G iw a a
V V G iw a a
⎡ ⎤× − ξ + −⎣ ⎦
− ξ + =
      (1.13) 
Поэтому процесс нахождения резонансных бы-
строт сводится к поиску комплексных корней 
трансцендентных уравнений (1.12), (1.13) при 
фиксированных значениях параметров ,a  1,a  
2 ,a  0 ,V  1,V  2 ,V  .m  В нерелятивистском случае 
( 0)j =  условия квантования аналогичны (1.12), 
(1.13) с заменой 1,q qξ →  2 .qw q→  
Амплитуды рассеяния для s -состояний в 
случае δ-потенциала (1.9) имеют вид (в нереля-
тивистском случае (0) 2 )qK q=  [6]: 
2
0
( ) ( )
0 ( )
2 sin
( ) .
1 ( , , )
q
j q j
q j q
V ma
f
qK V G a a
− χχ = ⎡ ⎤− χ⎣ ⎦
  (1.14) 
Парциальное сечение рассеяния выражается че-
рез амплитуду рассеяния как 
2
( ) ( )( ) 4 ( ) .j q j qfσ χ = π χ   (1.15) 
При вычислениях нами также будут использова-
ны выражения для амплитуды рассеяния в слу-
чае суперпозиции двух δ-потенциалов, получен-
ные в работе [6], которые здесь мы не приводим, 
т. к. они имеют громоздкий вид.  
 
2 Результаты вычислений 
На рисунках 2.1–2.5 приведены результаты 
вычислений для сечений рассеяния (рисунки (а)) 
и  некоторых  резонансных  состояний в случае 
δ-потенциала и суперпозиции двух δ-потенциа-
лов. Во всех расчётах мы принимали 1.m =  
Сплошной линией на рисунках (б) обозначены 
нули действительной части выражений (1.12), 
(1.13), а штриховой – нули мнимой. Точки пере-
сечения соответствуют комплексным корням 
уравнений (1.12), (1.13), то есть, резонансам (об-
ведены кружками).  
На приведенных рисунках видно, что ком-
плексные корни уравнений (1.12), (1.13) действи-
тельно соответствуют пикам вещественных сече-
ний рассеяния (найденных при вещественных 
энергиях), т. е. это резонансы. На рисунке 2.2 б) 
имеется два резонанса, при этом на рисунке 2.2 а) 
чётко виден только один резкий скачок сечения. 
Второй пик является слабым, причина этого со-
стоит в том, что соответствующий ему комплекс-
ный корень уравнения (1.12) расположен уже дос-
таточно далеко от вещественной оси, заметно 
дальше, чем ноль, соответствующий первому пи-
ку. Однако, при увеличении масштаба можно ви-
деть и второй пик вблизи точки 1.9.qχ =  
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Рисунок 2.1 – Резонансное состояние нерелятивистской двухчастичной системы  
в случае δ-потенциала при 0 10,V =  2 :a =  
a) парциальное сечение рассеяния; b) комплексный корень уравнения (1.12) 
 
 
Рисунок 2.2 – Резонансные состояния релятивистской двухчастичной системы для 1j =   
в случае δ-потенциала при 0 10,V =  3 :a =  
a) парциальное сечение рассеяния; b) комплексные корни уравнения (1.12) 
 
 
Рисунок 2.3 – Резонансное состояние релятивистской двухчастичной системы в случае 2j =  
 для суперпозиции δ-потенциалов при 1 5,V =  2 10,V =  1 1,a =  2 2 :a =  
a) парциальное сечение рассеяния; b) комплексный корень уравнения (1.13) 
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Рисунок 2.4 – Резонансные состояния релятивистской двухчастичной системы в случае 3j =  
для суперпозиции δ-потенциалов при 1 5,V =  2 10,V =  1 1,a =  2 2 :a =  
a) парциальное сечение рассеяния; b) комплексный корень уравнения (1.13) 
 
 
 
Рисунок 2.5 – Резонансные состояния релятивистской двухчастичной системы для 4j =  
в случае δ-потенциала при 0 10,V =  3 :a =  
a) парциальное сечение рассеяния; b) комплексный корень уравнения (1.12) 
 
Резонансное поведение сечений рассеяния 
зависит не только от местоположения резонансов 
на комплексной плоскости, но также и от такой 
важной величины, как вычет в полюсе, соответ-
ствующем резонансу, комплексной амплитуды 
рассеяния, рассматриваемой как функция ком-
плексной быстроты. Изучение этой зависимости 
амплитуды от вычетов и исследование влияния 
параметров δ-потенциалов на полюса и вычеты 
представляет собой отдельную интересную задачу. 
 
Заключение 
В работе найдены точные решения реляти-
вистских двухчастичных уравнений в релятиви-
стском конфигурационном представлении для 
резонансных состояний в случае δ-потенциала и 
суперпозиции двух δ-потенциалов. Получены 
трансцендентные уравнения для нахождения 
комплексных резонансных значений быстроты 
qχ  и энергии cosh ,q qE m= χ  из которых для 
некоторых параметров потенциалов численно 
найдены комплексные резонансные быстроты. 
Показано, что поведение релятивистских ампли-
туд имеет резонансный характер именно при тех 
физических значениях быстроты, которые совпа-
дают с действительной частью комплексных бы-
строт, находимых из комплексных условий резо-
нансов. 
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